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１ 円 運 動

で.君円運動とは
（定義）円周上または円周の一部（以下、円弧という）を動く運動
２次元の運動である（放物運動と同じ。等速直線運動や等加速度運動は１次元）
円弧の中心からの距離は常に一定：半径７

名.重等速円運動
（定義）速さが一定である円運動
速度一定ではないことに注意

1.2.1週童を求めよう
円運動する物体が、△t秒間に点Ａから点Ｂまで△ｅラジアンだけ回ったとする。
このとき、２点間の平均速度はベクトルを用いて、
- A BUAB=Zr
と表せる。その大きさが速さにあたるので、△eが十分小さい時、

ABABγ△ｅUAB=Zr=ZT=̅Zr

と近似できる。点Ａにおける瞬間の速さｕは、△r→Ｏの極限をとって、

U=limUAB=1加工△ａ=r"Ａｔ→ｏ△t→ｏ△ｔαｔ
ここで、角速度のを

(Ieの=訂

で定義すれば、Ｕが一定となるにはのが常に一定である必要がある。
つまり、等速円運動とは、角速度のが一定値であるような円運動である。
速度の向きはどうだろうか。△t→Ｏの極限を取ると、点Ｂは点Ａヘと円弧上を動１
づくので、通の向きは接線方向に近づく。よって点Ａにおける瞬間の速度は、

点Ｂは点Ａヘと円弧上を動いて近

４

付 ： ８、
ハ

泥
句

尤△、一一紐 、孫
し△征'卜士くゞ △GFII士く 舶△・坪△Ｇ Ｂ上型

Ｏ Ａ

ﾐ4ズ
ーーラ） １
扉

､
庵

ﾙﾓﾌﾋﾉ|、さく 釧司雨一
、
一

一
Ｂ合Ｂ。Ａ 刎冴主‘ 禦今 、一一、二二筆〉 Ｔ - . ー 一

葱 耐

しめ一一

恥6『､一完な重言労」肋が-定で､な､､運孝b」とはマ、

＠Ｃ
二二

がU窯
走

ム足ヨキrC

０

５



速さU=yoの、向きは点Ａにおける接線向き
と言える。

1 . ' Z角速度、周期、回転数

角速度のは、厳密にはｅが増加するなら正、減少するなら負であるが、通常はｅが増加
する方向を角度の正の向きとして、のが正の定数となるようにする。
定義より、△e=の△ｔである。
のが一定であるとき、円運動に周期と回転数が定義できる。
周期T:円をｌ周するのにかかる時間
周期Ｔには２通りの求め方がある。角速度ので時間Ｔかけて進む角度はｌ周すなわち
Mであるから、
２〃＝のＴ
また、速さひで時間Ｔかけて進む距離は円周すなわち２"7.であるから、
２"7･=UT
この２式はU=『のを考えれば同じ関係である。
回転数':単位時間あたり円を何周したか

１-Ｔ--ｒ

１．２３加速渡を求めよう
点Ａから点Ｂまで△e=の△ｔ回る間に速度が瓦から連に変化したとする。この
２つのベクトルを始点を揃えて図のように点RQ,Rをおけば、その間の平均加速度は、

一駅万一一→功ｔ△
→必

一一一恥
で与えられるが、これは速度を求めた時と同じ中心角△ｅの円弧で、半径をｒから

|Sil=|Z|=U
に変えたものに他ならないから、点Ａにおける瞬間の加速度は

大きさα=Uの、向きは瓦と直交つまり中心向き
となる。
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1.2.4加速度の３つの表記
U=7．のを用いると、加速度の大きさα=Uのからひや⑩を消去できる。

α＝(７．の)の＝７．のａ
U U 2

q = U - = -
7 ･ 7 ･

つまり、等速円運動では、７,Q),U,αのうち２つが分かれば、残りの２つは導ける。

1.2 .5運動方程式

等速円運動の問題の解法のｌつめは、「中心向きの一定の大きさの加速度を生じるのは、
中心向きの一定の大きさの力が働く結果である」という、運動方程式をたてる方法であ
る。このような力を向心力という。
このとき、加速度は３つの表記のうち適するものを用いればよい。
例l)半径γ、角速度のの等速円運動を行う質量、の物体に働いている向心力は？

F=m7･Q)2
例２）ある物体に半径γ、速さＵの等速円運動をさせるのに、大きさＦの向心力が必要
であった。この物体の質量は？

U２m = = F . . .
７．

酢-２Ｕ一一ｍ

１.2.６gJD

もうひとつの解法は、物体と一緒に円運動（＝加速度のある運動）をする観測者から見
る方法である。このとき物体は静止して見えるが、慣性力を考慮してやれば実在する力
とつりあうように見え、外から見たのと同じ運動の法則が成り立つ。
円運動で中心と逆向き（遠心方向）に働く慣性力を遠心力といい、大きさは、αである。
上記例l)では、外向きに、γの２の遠心力が働くので、向心力とのつりあいの式は、
Ｆ-ｍ７の2=O
で、数学的にはこの２つの解法は同じ式となる。

君.３等速でない円運動
このタイプのほとんどは、鉛直面内での円運動である。
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1.3.1等速円運動との比較

つまり、非等速円運動では加速度は（したがって合力も）中心を向くわけではなく、向
心成分と接線成分に分解して、向心成分のみで運動方程式を立てれば良い｡

変化する角速度のを直接求めるのは難しいので､加速度はα=並で表すもここで速さ
７．

Uはその地点における瞬間の速さであり、これは常に変化するので力学的エネルギー保
存則などを用いて求めなければならない（等加速度運動のように直接tの関数としては
求まらない）。

1.3 .2向心力とエネルギー

力学的エネルギー保存則が成り立つ条件を考えておく。
図のように、張力と重力を受けて鉛直面内で円運動する物体がある。仕事の出入りがな
ければ、エネルギーは保存する。
張力は常に中心を向くから、接線向きの微小の変位△Iと常に直交しており、仕事をし
ない。一般に、伸び縮みしない糸の張力、面からの垂直抗力、荷電粒子に働くローレン
ツカなどは、仕事をしない力である。
重力は変位の向きと直交するとは限ら談仕事をする。しかし、重力は位置エネルギー
を考慮しているから、△Ｗの仕事をすれば、そのぶん位置エネルギーが減少し、力学的
エネルギーは変化しない。

1０

７

等速
△ 定

非等速

吸 ' △定 (なし）
C)

▲定 (変化）
速度の向き 接線方向

ひ
へ定 変化→エネルギーの立場

から求められる
加速度の向き 中心向き (変化）
加速度の大きさ ▲定 (変化）

加速度の向心成分ａ 大きさに等しい 変化→常に α ＝
U２

{■■■■■■■■■

『

加速度の接線成分 ０ (変化）
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E=K+U ,E ' ､K+4W)+ (U-４W) . . . E ' =E
まとめると、中心方向の力、および、位置エネルギーを考えてある力だけで円運動して
いる場合、力学的エネルギー保存則が使える。
それ以外の力（摩擦力など）力澗くときは、仕事とエネルギーの関係を用いる。

14r～のための条件』問題の解法

1.4 .1等式法VS.不等式法

例）張力がｘ以上になると切れる糸がある。この糸を力Ｆで引っぱった。糸が切れない
ためにＦが満たすべき条件を述べよ。
（等式法）境目となる値（張力Tと弓X)を代入して、等式で計算する。条件の不等号は、
あとで考える。
作用反作用の法則F筐ＴにT造Ｘを代入して、FEXbこれが限界となるが、Ｆはそれより
小さければよく、F<Xb
（不等式法）制限のある量（刀を、条件を求めたい量例で表し、制限の不等式をＦ
について解く。

作用反作用の法則F造Ｔより、径RTの制限は、T<Xbよって、F<Xb
制限が１つで、不等号の向きが明らかな場合、等式法で十分である。制限が複数あると
きや、向きが判断しづらいときなどは不等式法が必要となる。

1.4.2ある位置に到達できる条件

制限の不等式：その位置での運動エネルギーＫ≧０
例）地面から初速Ｕで真上に投げ上げた質量、の小球が、高さたに到達できるためにＵ
が満たすべき条件を求めよ。重力加速度はｇとする。
（等式法）
高さんでちょうど静止するときが限界である。そのときの初速をUoとすれば、力学
的エネルギー保存則は、

圭川.．=叩十圭加o≦よって、〃b=､/WI
Ｕはひ。以上であればよく、Ｕ≧､/三ﾜ"
（不等式法）
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高ざんで運動エネルギーＫを持っていたとすると、力学的エネルギー保存則は

w)z=叩ﾉ1+Kよって、K=ニァ伽2-叩ｈ
ワ ワ

実際に到達するためのＫの制限は、Ｋ≧０であるから、

a m ) 2 - m g ．-ｍＵ２-ｍｇｈ≧O･・Ｕ≧ Ｖ蚕ﾜZ
ワ

1.4 .3糸がたるまない。面から離れない条件
糸の張力Ｔは引っ張る方向、面からの垂直抗力Ｎは押す方向にしか働けない。つまり、
Ｔ≧０（Ⅳ≧0）が制限の不等式となる。計算上、負になった場合、実際は糸ならたるん
でおり、垂直抗力なら面から離れている。
例）重さ脚の物体が水平面上に置かれている。上向きに力Ｆをかけたとき、面から離れ
る条件を求めよ。
（等式法）
垂直抗力Ⅳが０となるのが限界である。よって、力のつりあいの式は、F+0=IUoよって、
Ｆとu）が限界で、これより大きければ離れる。F>u）。
（不等式法）
力のつりあいの式は、F+N=u）。よって、Ⅳ皀冨"-FもⅣ≧０なら離れないので、制限は
Ⅳ<0、つまりｕﾉ-F<0。これをＦについて解いて、F>u)。
※糸の代わりに剛体棒を用いたり、面ではなくレールやパイプであるなら、逆向きの力
も働けるので、この制限はない。上記の例では、物体が水平に固定されたパイプ中に
ちょうど収まっているなら、いくらＦを大きくしても離れることはない。

1.4.4鉛直面内の円運動への適用
例）質量、の物体が、半径γの円筒の内面を摩擦なく運動する。最下点で右向きに初速
Uoを与えたとき、図のように測った角がe(0≦e≦兀）である点まで内面から離れず
達するための条件を述べよ。重力加速度はｇとする。
その点での速さをＵ、垂直抗力をⅣとする。力学的エネルギー保存則より、

ユ川璽+mg7･('-COSe)=豈川.α：Ⅲ雲=U･蜜-2g7･('-cose)
２

実際にその点で運動エネルギーを持つにはU2≧ｏが必要で、
Ｕ･≧､/室肝で扇面1…①
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また、向心方向の運動方程式より、

U2m==N-mgcose
７．

AN=¥{"・璽-2gr(1-COSe)}+mgCOSe
２=m¥-mg(2-3cose)

内面から離れないためには、Ⅳ≧ｏが必要で、
Ｕ･≧､/扉て三二言石而1…②
①と②をともに満たすことが条件だが、図のようにcose≧ｏでは②は①に含まれ、逆
にcose≦ｏでは①が②に含まれるので、

ｏ≦e≦型のときＵ･≧､/亘菰壷冒而厨
２

型≦e≦"のときひ｡≧､/諏亘ご豆而副
２

が求める条件となる。
これは徐々にUoを小さくしていくことを考えれば、物理的に説明できる。すなわち、
円筒の下半分では先に静止してしまい内面から離れることはないが、上半分ではある程
度の速さがないと内面から離れてしまう。

君.５円運動のまとめ
等速円運動
。αを３つの式のうちどれかで表す。
・運動方程式か、遠心力を含むつりあいの式を立てる。

非等速円運動
・エネルギーを考えてＵを求める。

U２。α＝-を用いて、向心成分のみについて、運動方程式か、遠心力を含むつ
γ

りあいの式を立てる。
到達できる限界問題
・エネルギーの条件を立式する。
・負になれない力があるときには、その条件を立式して連立する。
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2 ．単振動

Zで等速円運動との関係
たとえば放物運動は、ｘ方向は等速直線運動、ソ方向は等加速度運動というように、成
分に分けて理解できる。
等速円運動は、中心を原点に任意の方向に軸をとれば、その方向の運動は単振動になっ
ている。

2 .1 . 1軸の導入

円運動の半径をＡとしておく。図のようなｘ軸をとると、時刻ｔにおけるｘ方向の位置
は、

x=Asｍのｔ

で表される｡単振動においては､Aを振嘱のを角振動数、T=聖を周期、ノ『=券
⑩

を振動数とよぶ。

2.1．ｚ這渡・加遡鬘

等速円運動の速度ベクトル、加速度ベクトルを、Ｘ軸に写したものが、単振動の速度、
加速度と言える。ベクトルの大きさはそれぞれAd),AQ)2だったから、
u=Aa)cosc)t,q=-AG)2sina)t
ここで最大速度をＵ･=Aのとおけば、U=UoCOS伽となる。

加速度については、x=As加伽を考えれば、
α＝ 一 の 2 X

という関係が成り立つ。つまり、単振動においては、常に原点からの変位の大きさに比
例する、原点向きの加速度があると言える。

Z､1.3運動方程式
１次元の運動方程式mq=Fにこの加速度を代入すれば、
m(一の2x)=F
よって、角振動数のの単振動を行っている質量、の物体には、比例定数をｋ=771の窒と

18

畝物墓謝 Ｌ〃でＸ
牙

診工

壽迩線瑚 箸か遊霞運動--°→-.-。-。一。--→一＞学Ｘ

篝遠円運計
イツ 叉

|i
え

- -

、ノＵ
乞岸棉鋤--‘号F号一号一舞一÷雲一う工 ちぅと“

-一弓

｜〃Ｖ ■Ａ

４αﾉの妙丈〃＝
てﾉりく･言仰大-

-

１／。

ドー

zlf△

"=-/4Qjz5Mﾉ元ｚ-Ａ今rrl(fﾉ士
一 の z a C

α

｜;鱒〆誕
可

1９



する、変位の大きさに比例した原点向きの力
F=一ｋｘ
が常に働いている。このように表される力を復元力という。
逆に、質量、の物体が受ける力が復元力F=-hで表されたなら、その物体は単振動
をし、その角振動数のＣＯ)および周期Ｔは、

にMR=,T､&冗仔
となる。これら力振幅Ａとは無関係であることに注意。

2.2単振動の力学的エネルギー保存則

２２１ばれの弾性工ネルギー
フックの法則に従うばね定数ｋのばねが、自然長からｘだけ伸びた、または縮んだ状態
において、ばねには弾性エネルギー（位置エネルギーの一種）が、

U=坐ｋX2
２

だけ蓄えられている。この式は、ｘを自然長の位置を原点とする符号をもった変位とし
ても、問題なく成立する。また、エネルギーの基準は自然長の位置である。

22.2水平ばねによる単振動
質量、の物体が、水平に置かれたばね定数ｋのばねにつながれて、ばねの長軸方向のみ
に摩擦なく運動する‘このとき、自然長の位置を原点とするｘ軸をとれば、任意の時刻
の位置ｘと速度Ｕについて、力学的エネルギー保存則

聖加U2+聖火x2=(一定）
２ ２

が成り立つ。
例１）ばねをＡだけ押し縮めて静かに手を離した。自然長の位置を通過する時の速さを
求めよ。

圭川.a+｡=｡+4'"̅ Z
これはUo=Aのの別の導き方でもある。

例２）位置Xoで初速Uoを与えた。この単振動の振幅を求めよ。
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停夛二三三o+1kA2=些川.2+姜火x･･､A=
２ ２

2.3s伽で表されない単振動
ここまでは、変位・速度・加速度をｔで表す式では、変位がＳｍで表されるように軸を
とった上で議論を進めてきた。実際には、どの位置から運動を開始するかによって適当
な三角関数を選ばなければならない。その決め方は大きく２つある。上記例l)を運動
開始時をt=Oとする時刻で表すことを考えよう。

2｡3.1円遡動に戻して考える方法
初めの議論と同じように、円周上の点、速度ベクトル、加速度ベクトルを作図して考え
る方法。図より、
X= -A c o sQ ) t
u=AQ)s inG)t

q=AG)2coso)t

2.3.2変化の様子を考える方法
ｘは、t=0で最小値三Ａから増加していく。このような三角関数は-COSであるから、
X= -A c oSQ ) t

同様に、速度は０から増加するからs伽、加速度は最大値から減少し、COS・それぞれの
変化の幅はAG),AG)2であるから、

u=AG)sinc)t
q=AG)2COSG)t

2.3.3微分の併用
ｘだけ変化の様子で考えて、U9αはｘをｔで微分していくことで求めるのも可能。

c h d U d 2 xU=HF 'q=aF=F

合成関数の微分法を使うので、１回微分するごとに（伽)'＝のがかかる。

23.4（参考）任意の初期条件に使える変位の式
上記例２）のような場合、
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X=XoCOSG)t+生sinc)t
０）

U= - x ｡ d ) s i n c ) t +U ｡ c o s o ) t

で表される。t=0を代入すれば、確かに初期条件を満たすこと力瀧かめられる。ｘの式
で三角関数の合成公式を使えば、

纒工雲副n(G)t+q)X =

で、先に求めた振幅と一致することが分かる。

24鉛直ばねの解法
2つ以上の力の合力が復元力となる運動は、同様にして解ける。

24.1運動方程式
質量、の物体が、天井からつるされたばね定数ｋのばねにつながれて、鉛直方向に運動
する。このとき、自然長の位置を原点として下向きにｘ軸をとれば、物体が受ける合力
Ｆは、

F=mg-kx=-k(x-¥)
で表される｡これは､x軸の原点への復元力ではないが､新たに下向きにx=x｡=¥
を原点とするＸ軸をとれば、
F=一ｋＸ
となり、復元力と言える。よって、Ｘ軸の原点つまりX=Xoを中心に単振動をする。
ところで、X=XoとはF=Oを満たす位置であり、これはばねに物体をつり下げた
時のつりあいの位置である。よって、鉛直ばねにおいては、振動中心はつりあいの位置
となる。
運動方程式にF=一ｋＸおよび単振動の加速度の式α＝一の2Xを代入すれば、

m(一の2x)=一ｋＸ
よって、角振動数、周期は水平ばねと変りなく、

假ル加儒の ＝

である。
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2.4.2力学的エネルギー保存則
大きく分けて２つの表現がある。弾性エネルギーと重力による位置エネルギーを別に考
える方法と、この２つを込みにして「単振動の位置エネルギー」で考える方法である。
後者のほうが計算が楽なことが多い。

エネルギーを鵬に考える方法

fmu｡+2kx｡-mgx=(一定）
単振動の位厘エネルギーを考える方法

imU2+kx2=(一定）
２ ２

このＸは、自然長からではなく、つりあいの位置からの変位であることに注意。

例）つりあいの位置で、下向きに初速Ｕ・を与えた。振動の最下点とｙ自然長の位置Ｘ列ノつりめいの極直で、rl口｣さに例JZUo
との距離Ｌを求めよ。

エネルギーを別個に考える方法

。+3kL"-m9L二告､ひ｡翼+fk(¥)｡-m9¥
：Lg-2¥L+(¥)"-¥'｡翼=。

=¥圭圃｡儒｛２ ２(￥)-{(響)-鶚妙f}､L=¥
吟0より､‘二等ひ｡儒
単振動の位漉エネルギーを考える方法

心x雲菫去池圃.富寺｡〆x二堂,｡儒
" % ¥

(参考）単振動の位渥エネルギーとは何か？
そもそも位置エネルギーとは、「ある力に
めに外力がする仕事」と定義されていた。

｢ある力に逆らって基準の位置からその位置まで運ぶた
していた。ふつう、その力とは単独の由来による力（重

2６

汚'|ｲ|刃に老姻と

＆
岬

単振奮わのイコ

％山
重し

〃・

表 。 3 % " "訂〃〃L○=樋Ｕご)-２弓 Ｇ ｚ ）高寺
へ

雷 に弾 性 、 、 シ ○カ床二工系Ｉ ｒ
鋤辣 ｒ ｃｚ三味工不Ｉ

U↓ざ比
暹易堺朕二一
号州ﾉｭ

岬は）
隼振奮わの准置エネILｷー

夷○し><
卿長勅の〆畔

むし辞
瑚埣'しキ
士"ぴ

、、
一

罪X１

Ｏ
』
Ｘ
Ｙ
ハ

申

一

①

一

２４４ｊｊ、ＡＵＣ一一℃

三二○Ｌ○一Uｏ
Ｘ

ヲ
＝(ﾉーｏ

二つ

2７



力、弾性力、クーロンカ、etc)であるが、合力を用いても問題ないはずである。弾性力
と重力の合力F=一ｋＸに逆らってつりあいの位置からＸまで動かすのに必要な仕事は、
ばねの弾性力F=一敗に逆らってする仕事と数学的に同一で、

U=王ｋX2
２

となる。このＵを用いれば、物体に働いているすべての力がＵに含まれているので、運
動エネルギーとＵの和は保存する。（このエネルギーの名称は「復元力による位置エネ
ルギー」のほうが適切かもしれない）

２５２点間の移動にかかる時間
周期Ｔとの関係を直接考えるか、円運動の図を描いて、角度（位相）から求める。角度
ｅにあたるぶん動くとき、かかる時間ｔは、

t = 4 T = 2
２ 〃 の

例）水平ばねを伸ばして静かに手を離したとき、はじめて自然長の位置に達するまでの
時間ｔを求めよ。この単振動の周期はＴとする。
1/4周期にあたるから、t=Ty４．あるいは、角7t/2にあたるだけ動くから、

Ｔ-４-
-Ｔ２

″

ｊ″
２一

一ｔ

2｡6固定されていない物体のある単振動
どの位置でその物体が離れるか、が問われやすい。
離れないための制限：同じ加速度を持つと仮定して求めた垂直抗力Ⅳ≧０．
例）水平ばれたの左端を壁に、右端を物体、を固定し、ｍの右側に物体Ｍを接触させ
てＡだけ押し縮める。静かに手を離すと、Ｍがｍから離れるのはどの位置か。

自然長の位置を原点として右向きにｘ軸をとる。離れていないとすると両者の加速度は
等しく、これをαとする。垂直抗力の大きさをⅣとすれば、運動方程式はそれぞれ、
、α＝-賊一Ｎ,Mq=N
これを解いて、

α=一雨箏面,N=-z¥i了賦
離れるのはNE=0となる位置で、X=0すなわち自然長の位置。
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2了単振動のまとめ
単振動であることを示したり、のやＴを求めるとき
・軸を設定し、合力が復元力となることを言う。
・運動方程式にα＝一⑩2Xとともに代入する。
・振動中心は必ずつりあいの位置。X=Oとずれるときは、新たな軸の導入も考
える。

初期条件から振幅や最大速度、任意の位置での速度などを求めるとき
・力学的エネルギー保存則を用いる。
・ばね以外が関わるときは、単振動の位置エネルギーが便利。

任意の時刻の懇U,αを求めるとき

●

●

●

xを適当な三角関数を用いて表すも円運動に戻すか、変化の様子を考えて、ｘを適豐
U,αは公式として覚えるより微分したほうが楽。
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●
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